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Graficul unei functii ........... O Y T V- T PP
Il. INTRODUCERE 2

I.1. Numere reale, functii si grafice 2

Cuprins

|. INTRODUCERE

Analiza matematica, impreuna cu algebra,
geometria analitica si trigonometria, sta la
baza studiului fenomenelor naturii.

Functia matematica reprezinta unul dintre cele mai
imporante metode de a analiza fenomenele naturii.
Astfel, biologii studiaza greutatea coarnelor cerbului
in functie de varsta (v. pag. 6).

|.1. Numere reale, functii si grafice

Pentru inceput, vom trece in revista cateva din propritatile de baza ale numerelor reale.
Un numar real poate fi reprezentat printr-un numar finit sau infinit de zecimale,
in acest ultim caz zecimalele repetandu-se sau nu periodic.

3 1 N
Exemple: 3= 0,375, 7= 0,142857142857 ... = 0,142857

m = 3,141592653589793 ...
Multimea numerelor reale este notata prin R.
Daca nu exista riscul vreunei confuzii, prin notiunea de "numar" ne vom referi la numar real.
Multimea numerelor intregi va fi notata prin:
Z={..,-3,-2,—-1,0,1,2,3,... }

Un numar va fi numit rational daca poate fi reprezentat printr-o fractie de tip %

undep,q € Z,cuq # 0.
Numere ca m, e ("numairul lui EULER” ) sau v2 sunt numite numere irationale.



Numerele rationale au o reprezentare zecimala finita sau cu zecimale care se repeta periodic.
Reprezentarea zecimald a unui numar este unica, cu exceptia cazului cand se utilizeaza
dezvoltarea zecimala cu cifra 9 care se repeta la infinit, de exemplu:

3 47
1=20999..., 8= 0,375 = 0,374999 ..., 0 2,35 = 2,34999 ... .

Numerele reale pot fi reprezentate ca puncte pe o dreapta (v.fig. 1), de aceea mai sunt numite
puncte. Numarul O este originea dreptei reale.

- - - I ! E : : - - -

—2, =1 O 1 2

Fig. 1 Multimea numerelor reale reprezentate pe o dreapta.

Alte proprietati ale numerelor reale vor fi discutate in Anexa B.

Valoarea absoluta (modulul) unui | a |
numar real este definita (v. fig. 2) astfel: | >
N —ly I I I I I
a, dacia=0 Fig. 2 Valoarea absoluta |a|.
la| =
—-a, daca a< 0

si reprezinta distanta punctului respectiv pana la origine.

Valoarea absolutd poseda proprietatile:

lal = —a,  la- bl =lal-|b|

Distanta dintre punctele a si b este |b — a|, |6 — al

adica lungimea segmentului care uneste l -
punctele a si b (fig. 3). T 1 ’ ! ’ ¢
-2 =1 a O 1 2 b

Fig. 3 Distanta dintre punctele a, b este |b-a].

Atentie, |a + b| nu este identic cu |a| + |b], decat in cazul cind a si b au acelasi semn sau
unul dintre ei este nul!

Cand acestea au semne contrare,avem |a + b| < |a| + |b|

In cazul general, este valabild inegalitatea triunghiului:

la + bl < lal + |b] . €y

Daca se dau numerele a,b,a < b, acestea determina ca extremitati patru tipuri de intervale.
Intervalul inchis [a, b] este definit prin:

3



[a,p] ={x€ER: a<x<b}
iar cel deschis:
(a,b) ={x€R: a<x<b}
In mod similar se definesc intervalele semideschise:
(a,b] ={xeR:a<x<b}sila,b)={x€R: a<x<b}

4

I 1
L 1

a b a b a b
] Intervalul deschis (a,b)  Intervalul semideschis [a,b) Intervalul semideschis (a, b]

o g =

Intervalul inchis [a,
(capetele incluse) (capetele excluse)

Fig.4 Cele patru tipuri de intervale delimitate de asi 4.

Intervalul infinit (—oo, 0 ) este intreaga dreapta reala R . Un interval cu un capat la infinit
poate fi inchis sau deschis (v. fig. 5), exemple:

[a,0)={xeER:a<x} (—o,b)={xeR:x<b}

[a. ==) (—o=, b]

Fig. 5 Intervale cu un capat la infinit.

Intervalele mai pot fi descrise atat prin inegalitati, cat si cu ajutorul modulului (fig. 6):

| x| <r & —r<x<r & x€e(-rnr). I (2)

In general, pentru orice c (fig. 7):

‘Ix—c|<r(:> c—r<x<c+r & x€(c—r, c+ r). I 3

| x| =< »

ey

—r o
Fig. 6 Intervalul (—r,7r) ={x e R: |x| <r}.

o



| f |
e : el

C — F C il i

Fig.7 (a,b) =(c—r,c+71), undeczaTer, r=—

O afirmatie similara se obtine pentru intervalele inchise inlocuind semnul < cu <.
Valoarea r se va numi raza iar ¢ centru. Astfel intervalele (a, b) si [a, b] au centrul

czg (a+b)$irazar=% (b—a) (fig.7).

B EXEMPLUL 1. Descrierea intervalelor prin inegalitafi. Sa se descrie intervalele (-4, 4) si [7, 13] utilizand
inegalitati.
Solutie. Avem (—4,4) = {x: |x| <4}. Centrul intervalului [7, 13]este
1 1
c= 5(7 + 13) = 10,iarrazaester = 5(13 —7) = 3 (fig.8). Deci:
[7,13] ={x€eR: |x—10|< 3 }.

I |

i f

7 10

Fig.8 Intervalul [7, 13] este descris prin |x — 10| < 3.

=l

1
W EXEMPLUL 2. Descrieti multimea S = {x P gx- 3| > 4} sub forma de interval.

Solutie. E mai comod sa consideram inegalitatea opusa
Din (2) rezulta:

7=
_x —

2

o<
2X =S a.

1
<4 e —4S5x—3S4=) —2<x<14.

1
Deci |§x = 3| < 4 este satisfacuta cind x € [—2, 14]. Dar S este mul{imea complementara:
S=(—,-2)U (14,) (fig.9).

) | o~
L S A

—2 0 14
Fig.9 Multimea S = {x: Ex— 3| > 4}.

Graficul unei functii

Reprezentarea grafica a unei functii este la fel de importanta si In algebra si In trigonometrie.
Reamintim ca sistemul de coordonate rectangular (cartezian) in plan este definit prin alegerea
a doua axe perpendiculare, axa Ox si axa Oy.



Unei perechi de numere (a,b) i se asociaza punctul P situat la intersectia perpendicularei la
axa Ox dusa prin punctul de abscisa a cu perpendiculara la Oy dusa prin punctul de ordonata b
(fig. 10(A)).

Numerele a si b se numesc coordonatele lui P. Originea axelor are coordonatele (0, 0).

Cele doua axe de coordonate impart planul in patru regiuni, numite I — IV, caracterizate prin
semnele coordonatelor (fig. 10 (B)). De exemplu, cadranul /1] consta din acele puncte (x, y)
pentrucarex < 0 siy <0.

) y

o ‘,’P:((l. b) II I

=17 111 0%

(A) (B)

Fig. 10 Sistemul de coordonate rectangular.

y

Distanta dintre punctele P; (x4, y;) si P,(X5,V2) P, = (x;, 1)

se obtine cu ajutorul teoremei lui PITAGORA. "nT '

Pe fig. 11 se vede cd PP, este ipotenuza d
unui triunghi dreptunghic cu laturile: ly2 =il

a=|x;—xi| sib=|y; —yl.

Deci: T % —% Py=(x,¥7)

d*=a?+b*=(x; —x)* + (2 —y1)*.

X X
Astfel obtinem: l ?
Fig. 11 Distanta d este data de formula distantei.

Formula distantei. Distanta dintre punctele P; (x4,y1) si P,(X, ,y,) este data de:

d= \/(xz —x1)%+ (2 — ¥1)?

Cu ajutorul formulei distantei putem sa deducem y
ecuatia cercului de raza r si centru (a, b) .
Un punct (x,y)se afla pe acest cerc daca si numai daca: x y)
Jx—a)2+ @y —b)2=r.

Ridicand la patrat, obtinem ecuatia cercului:

(x—a)>+(y—b) =12

a

Fig. 12. Cercul de ecuatie(x — a)? + (y — b)? =12,



Acum vom revedea cateva definitii si notatii privind functiile.

DEFINITIE. Functie . O functie f de la multimea D la multimea Y este o regula
care atribuie fiecarui element din D un element unicy = f(x) € Y.

Se scrie simbolic:  f:D - Y.

Pentru un x € D, f(x) se numeste valoarea lui f in x (fig. 13). Multimea D se numeste domeniul lui f(x),
iar codomeniul este submultimea lui Y formatd din toate valorile f(x): E={y€Y: f(x)=y Vx€D}
Informal, putem imagina o functie ca fiind un mecanism, un transformator, care

pentru o intrare x genereaza o iesire y = f(x) (fig.14).

P

f Jx) x | \\IMa ina "f"/ f(x)

— i ® . = | | 5 e
Domeniul D Y v [y

Fig. 13 O functie este o regula care asociaza oricarui — -

elementx € D un elementy = f(x). Fig. 14 O functie poate fi imaginata ca un

mecanism cu intrarea xsi iesirea f(x).

In prima parte a acestei lucrari ne vom referi la functii numerice, unde, atit domeniul cat si codomeniul sunt
multimi de numere reale. Mai tarziu, in cadrul calculului multivariabil, cele doua multimi pot contine si numere
multidimensionale sau vectori. Litera x denumeste variabila independentd, deoarece poate lua orice valoare
din domeniul D. Vom spune cd y = f(x) este variabila dependenta, deoarece valoarea acesteia depinde de x.
Daca f este definita printr-o formula matematica, domeniul ei de definitie trebuie sa fie inclus

in acea multime de numere reale pentru care formula are sens.

De exemplu, functia definitd prin f(x) = V9 — x are ca domeniu de definitie: D ={x : x <9},

deoarece V9 — x este definit numaidaca9 —x > 0.

lata cateva exemple:

f(x) Domeniul D Codomeniul R
x? R {y:y=0}
CoS x R {y: -1<y<1}
1
x+1 {x: x#-1} {y: y#0}
B
Graficul unei functii f(x) se obtine trasiand curba *
care uneste punctele (a,f(a)) pentrua € D (fig. 15). /‘
Radacina sau zeroul functiei f(x) este acel
numir c pentru care f(c) = 0. St

In cadrul Capitolului IV, vom utiliza cunostintele
de analiza matematica pentru a trasa si studia
grafice in mod detaliat.

zero-ul lui f(x)

y=f(x)



M EXEMPLUL 3. Aflati radacinile si trasati

graficul lui f(x) = x3 — 2x. TABELUL 1 ‘
Solutie. Rezolvand ecuatia )
x3-2x=x(x%*-2)=0 x x3 —2x
se obtin radacinile: 2 4
x=0six= +V2. 1 1
Se traseaza radacinile si cateva valori listate in 0
Tabelul 1 si se unesc sub forma unei curbe (fig.
16). 1 -1
2 4

Fig. 16 Graficul lui f(x) = x3 — 2x.

Functiile care apar In practica nu sunt intotdeauna
date sub forma de formula.

Astfel fig. 17 si Tabelul 2 indica rezultate culese sub W (kg) 8 ?
forma de observatie de catre biologul TR ST 2 S
Ju H int tudi vind Greutatea 61
LIAN UXLEYA’ intr-un studiu privin SHarREIGE
dependenta de varstda a marimii coarnelor 5+
la cerbul rosu "Cervus elaphus". 4
3 <
2 .
l =
0

' ' . 1
O 2 4 6 8 10 12
Varsta t (ani)

Putem trasa grafic orice relatie intre y si x. (1, 1)

1
De exemplu pentru graficul ecuatiei 4y? — x3 = 3 se K—

q 52 3 3 3 . . t t > X
obtine o curba (fig. 18) care nu poate fi graficul unei functii k_‘ 1
deoarece nu trece testul liniei verticale: el —T1)
Orice linie verticala (deci de tipul x = a ) trebuie sa !
intersecteze curba in cel mult un punct. !

I

Fig. 18 Reprezentarea grafica a ecuatiei
4y? — x3 = 3 nu poate fi graficul unei functii.



O alta problema care se pune in legatura cu functiile o constituie monotonia acestora. Intuitiv, spunem ca o functie
este crescatoare daca graficul acesteia urca atunci cand ne deplasam spre dreapta si descrescatoare
in caz contrar (fig. 19 (A) si (B)). Cele doua notiuni se pot defini riguros astfel:

4+ f este crescatoare pe (a,b) daca f(x;) < f(x;,), pentru orice x;,X; € (a,b) a.1. x; < x,;
4+ f este descrescatoare pe (a,b) daca f(x;) < f(x,), pentru orice X;,%, € (a,b) a.1. x; <x,.

Functia din fig. 19 (D) este descrescatoare doar pe intervalul (a, b).

& »

> X > X > X : |
/ \ a b

(A) crescatoare (B) descrescatoare (C) crescatoare, dar nu| (D) descrescdtoare
strict crescatoare numai pe (a, b)
Fig. 19

Functia din fig. 19 (C) este crescatoare dar nu strict crescatoare.

O alta proprietate a functiilor este paritatea. Spunem ca:
4+ f este para daca f(—x) = f(x);
4+ f este impara daca f(—x) = —f(x).

: y
Y A
A
o\‘
(-, 88) ¥ 1y R f (a, b) 4
E /\ i G e (a, b)
| i ~a
¥ t > X : >\ >
ST ARV |
(—a,—-b)#--—--b 1
: & LI . (C) Functie care nu
(A) Functie para (B) Functie impara este nici pard, nici impara
Fig. 20

Graficul unei functii impare este simetric fata de originea axelor (fig. 20 (B)) .
Exista si functii care nu sunt nici pare nici impare (fig. 20 (C)).

M EXEMPLUL 4. Determinati daca functia este para, impara sau de niciun fel.
(@ f(x)=x*;  (b) glx)=x7"  (c) h(x) =x*+x.



Solutie. (a) f(—x) = (—x)* = x*. Astfel, f(x) = f(—x) deci f este para.
(b) impara.
() nici para, nici impara.

B EXEMPLUL 5. Trasare a unui grafic utilizind simetria. Trasati graficul lui f(x) = "

Solutie. Functia f este pozitiva:
f(x)>0,vVx €ER.

f este si para: 1
f(x) =f(—x),Vx €ER. X

Deci graficul se afla deasupra axei Ox

si este simetric fata de axa Oy.

Cu ajutorul unei mici tabele de valori 0

(Tabel 3), putem trasa graficul (fig. 21).

De remarecat faptul ca graficul se apropie +1

de axa Ox cu cit |x| este mai mare. -

TABEL 3 v

x24+1

Juy

Ul R N =
y
-

Fig. 21

Exista doua modalitati de baza de modificare a unui grafic: translatie (sau deplasare) si
transformare la scara. Translatia consta In mutarea graficului pe orizontala sau pe verticalg, acesta ramanand nems
ca marime.

DEFINITIE. Translatie a unui grafic .

4+ Translatie pe verticala: y = f(x) + c: Graficul este deplasat vertical cu ¢ unitati.
Dacac <0, deplasarea se efectueaza in jos .

4+ Translatie pe orizontala: y = f(x + c¢) : Graficul este deplasat

orizontal cu c unitati.
Daca c < 0, deplasarea se efectueaza la dreapta si daca ¢ > 0 se face la stanga .

Fig. 22 demonstreaza efectul translatarii graficului functiei f(x) = vertical si orizontal.

x2+1

Retineti!

Functiile de ecuatie y = f(x) + ¢ siy = f(x + ¢) sunt diferite.

Graficul primeia este o translatie verticala,iar a celei de-a doua una orizontala
a graficului lui y = f(x).

10



‘P ¥y _‘
4 Deplasare cu Iy

- ~ ’2 4
24 o unitate In sus Deplasare cu 2
T 0 unitate la stanga

! } it ¥ = X
=2 —1 1 2 -2z -1 1 2 -3 -2 -1 1
(A) y=f()=— (B) y=f)+1=—5—+1 (©) y=fx+1)=—1—
x4+ 1 x<+1 (x+ 1)*+1
Fig. 22

M EXEMPLUL 6. Fig. 23(A) reprezinta graficul lui f(x) = x?, iar fig. 23(B) este o deplasare pe
orizontala si pe verticala a lui (A). Care este ecuatia corespunzatoare graficului (B) ?

y v

4 4
3 3
2 > |
1~ 1
—l_’ -1 1 2 '* ' _’r_’ -1 1 2 3 !
—1 -1
(A) f(x) =x? (B)
Fig. 23

Solutie. Graficul (B) este obtinut printr-o deplasare la dreapta si in jos cu cite o unitate.
Deci (B) este graficul lui g(x) = (x — 1) — 1.

Y%
y=fx)
! i
1 = B3
Dilatarea sau contractarea graficului consta in
transformarea acestuia la scara pe orizontala
sau pe verticala.
-2 +
—4 +
y==2f(x)

Fig. 24 Dilatare pe verticala a graficului cu k=-2.

11



DEFINITIE. Dilatare a unui grafic .
4+ Dilatare pe verticala: y = k - f(x):
*Daca k > 1, atunci graficul se dilata vertical cu factorul k.
*Daca 0 < k < 1, atunci graficul se comprima (se contractd) vertical cu factorul k.
*Daca k < 0,atunci graficul se «reflecta» peste axa Ox (fig.24).
4+ Dilatare pe orizontala: y = f(kx) :
*Daca k > 1, atunci graficul se contracta pe directie orizontala.
*Daca 0 < k < 1, atunci graficul se dilata orizontal.
*Daca k > 1, atunci graficul se «reflecta» peste axa Oy.

Dilatarea (contractarea) pe verticala mareste (scade) amplitudinea graficului cu factorul k.

Retineti!
Functiile de ecuatie y = k - f(x) siy = f(k - x) sunt diferite. Graficul primeia este
o dilatare verticala, iar a celei de-a doua una orizontala a graficului lui y = f(x).
M EXEMPLUL 7. Trasati graficul functiei f(x) = sin(mx) si ale dilatarilor acesteia: f(3x) si 3 f(x).
Solutie. Graficul lui f(x) = sin(mx) este curba sinusoidala de perioada 2 (fig. 25(A)) .

v
3+

y y 27

N A AANAAD L )
BV N RV A N R N

24

£

. 3 S

Fig. 25 Dilatari ale functiei f (x) = sin (mx).

(B) Compresie orizontala (C) Expansiune pe verticala
(4) y = f(x) = sin(mx) y = f(x) = sin(mx) y = f(x) = sin(mx)

e Graficul luiy = f(3x) = sin(3mx) este o versiune ,comprimatad” aluiy = f(x) (fig.25(B)).
Acesta incheie trei cicluri (perioade) pe un interval de lungime 2.

e Graficul luiy = 3 f(x) = 3 sin(nx) difera de y = f(x) doar prin amplitudine.

Este dilatat pe verticala cu factorul 3 (fig. 25(C)).

1.1 Sumar
a, dacaa=>0

e Valoare absoluta: |a| =
—-a, daca a <0

12



e Inegalitatea triunghiului: |a + b| < |a| + |b|
e Exista patru tipuri de intervale cu extremitatile in a si b:
(a,b), [a, b], [a, b), (a, b]
e Putem exprima intervalele cu ajutorul inegalitatilor:
(a,b) ={x: |x—cl<r} [ab]={x: |x—c| <71},

1 1
unde ¢ = > (a + b) este centrul,iarr = > (b — a) este raza.

o Distanta dintre punctele (x;,x,) si (¥, y2) este: d = /(x; — x2)2 + (1 — ¥2)?.

e Ecuatia cercului de raza r si centru (a,b) : (x —a)?+ (y — b)? =1r2.

e Un zero sau o radacina a functiei f (x) este un numar c cu proprietatea f(c) = 0.

e Testul liniei verticale”: O curba plana este graficul unei functii daca si numai daca orice linie
verticald x = a intersecteaza curba in cel mult un punct.

e Functie para: f(—x) = f(x) (grafic simetric fata de axa 0y).

e Functie impara: f(—x) = —f(x) (grafic simetric fata de origine).

e Patru modalitati de a transforma graficul lui f(x):

f(x) +c | Graficul se deplaseaza vertical cu ¢ unitati.

f(x+c) Graficul se deplaseaza orizontal cu c unitati (la stanga daca ¢ > 0).

k f(x) Graficul se mareste vertical de k ori.
f(kx) Graficul se mareste orizontal de k ori.
1.1 Exercitii

Chestiuni preliminare

1. Dati exemple de numere a, b care sa satisfaca relatiile : a < b si|a| > |b|.
R.a=-3, b=1

2. Care numere satisfac |a| = a? Care satisfac |a| = —a? Dar|—a| =a?
R. Numerele a > 0 satisfac |a| = asi |—a| = a. Numerele a < 0 satisfac |a] = —a.

3. Dati exemple de numere a, b pentru care |a + b| < |a| + |b|.

R.a=-3b=1.

4. Care sunt coordonatele punctului aflat la intersectia dintre dreptelex =9si y = —47?
R. (9,—4)
5. Ce tip de simetrie poseda graficul functiei f(x) pentru care f(—x) = —f(x) ?

R. Simetrie fata de origine.

Exercitii

1. Exprimati urmatoarele intergale sub forma de inegalitati cu module:
a) [-2,2]; b) (0,4); ©)[1,5]
R.a) |x|<2; b) [x—2|<2; ¢) |x—3| <2

2. Scrieti inegalitatea sub forma a < x < b, a, b — fixe.

a) x| <8; b)|2x+ 1| <5.
R.a)—8<x<8; b)—3<x<2

13




3. Exprimati ca interval multimea numerelor care satisfac conditia:
a)|x| <4, b)|lx—4|<2; ¢)|4x—-1| <8.

79
R a) (—4,4); b) (2,6); ¢) [_Z'Z'

4. Descrieti multimea indicata ca o reuniune de intervale finite sau infinite:
a) {x: [x—4|>2}% b) {x: |[x*—1|>2}.
R.a) (—,2) U (6,%); b) (—o,—V3) U (V3,).

5. Asociati inegalitatile (a) — (f) cu propozitiile corespunzatoare (i) — (vi).
1 1

@a>3 ®la=5<3; © |a—§| <5 (]al>5 (e)|a—4/<3 (Hl<a<s.

(i) a se afla in dreapta lui 3. (ii) a se afla intre 1 si 7. (iii) Distanta dintre a si 3 este cel mult 2.

(iv) a este cu mai putin cu 5 unitati decat é

R.(a) (1); (b) (iiD); (¢) (v); (d) (vi); (e) (ii); (f) (iv).

1 1
6. Demonstrati ca daca |a — 5| < 5 si|lb—8| < > atunci |(a+b) — 13| < 1.

R. Se utilizeaza inegalitatea triunghiului:

1 1
atb-13|=|@-5)+®G-8)|<la=5/+|b+8 <z+-=1

7.Sa presupunemci |[x — 4| < 1.
(a) Care este valoarea maxima a lui [x + 4| ? (b) Demonstrati cd [x? — 16| < 9.
R.(@)9 (b)|x>?—16|=|x—4|-|x—4]<1-9=0.

53.Trasati graficele urmatoarelor functii:
a) f(x) = x* — 4.
Type equation here.

Solutie.

Functia are ca radacini 2 si — 2,

este crescatoare pe (0, ) si descrescatoare
pe (—,0) si este functie para

deci are graficul simetric fata de Oy. 24

[a—
2
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55

Solutie.

Functia are ca radacini 0 si + 2,
este impara: f(—x) = —f(x),

iar originea este punct de simetrie.

57
Solutie.
Functia are ca radacina pe V2,
este de fapt functia g(x) = x3,
reflectat fata de axa Ox si mutat in sus.
cu 3 unitagi.

5
63. G I Uy S S
S ALTE - -

A -

1 2 3 4

Type equation here.

"}!
10+
5_._
: x
2 =l _gd 2
~ 10+
y
20 1
10+
t e X
-2 '1_10__
204
A y
Gy e B ey oo
34 B psssstflind N o
5 SR O _— 4t
I 45— O 2 Joffitinn s
2 4 6 8 1 2 ‘% 4
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Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.

1.2 Functii liniare si patratice

Functiile liniare sunt cele mai simple functii, mai ales pentru 4
faptul ca graficele acestora sunt linii drepte.

y=mx+b

f(x) = mx + b (msi bconstante)
s ¥

m este panta dreptei, iar b ordonata punctului

|
: :
: !
! !
in care aceasta intersecteazi axa 0y. Intersectia 2 ! L ] B9
cu axa Oy E ; X
Utilizam simbolurile Ax si Ay pentru a nota variatia variabilei x, / : : >
By Xy

respectiv y.

Gt iz, 1 Fig. 1 Panta m este raportul dintre

,crestere” si ,deplasare”.

Ax =x,—x1, Dy=y,—y;1=f(x) — f(x1)

Panta m este raportul:
Ay  variatia pe verticala urcare

Ax wvariatia pe orizontala  deplasare’

Aceasta rezultd din formula y =mx + b :

16



ﬂ:}’z—}ﬁ :(mx2+b)—(mx1+b):m(x2—x1):m
Ax  x; —xq Xy, — X1 Xy, — X1

Asadar, panta m masoara raportul dintre variatia lui y si cea a lui x.
Acest lucru este foarte important in analiza matematica si se va discuta mai pe larg in Sectiunea 2.1.

y y
A 4+ X=cC
-1 -2 -5 5 2 1 (panta infinita)
-0.5 (.5
0 bt P }!::h
P (panta zero)

f - X
c

(A) Drepte de diverse pante care trec prin P‘

(B) Verticala si orizontala care
trece prin P

Fig. 2

Din punct de vedere grafic, m misoara panta dreptei. In fig. 2(A)sunt prezentate drepte de diverse pante.

Retineti!

Graficele pot fi trasate pentru diferite scale
ale axelor Ox si Oy. Dar dacd scalele sunt diferite.
atunci liniile nu apar in pantele lor reale.

Prin schimbarea scalei, se obtin diverse pante, un exemplu fiind
ilustrat in fig. 3., unde in partea de sus schimbarile par mai
spectaculoase.
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Fig. 3 Cresterea profitului unei companii.



Sa reamintim proprietatile pantelor liniilor paralele panta = m
si perpendiculare (fig. 4).
panta =m
e Liniile de pante m; si m, sunt paralele

daca si numai daca m; = m, .

e Liniile de pante m; si m, sunt perpendiculare

daca si numai daca m; = - (sau mym, = —1).
2

y

panta = -1/m

panta = m

(A) Linii paralele .
Fig. 4

Cum s-a mentionat anterior, ecuatia liniara y
are forma generala:

| ax + by =c . I D

unde a si b nu sunt simultan nuli.

Pentru b = 0 se obtine ecuatia dreptei verticale

ax = c. Dacab # 0, se poate rescrie (1) sub forma
ecuatiei explicite:

X

(B) Linii perpendiculare

Alte doua forme Intilnite frecvent sunt:

Fig.5 Panta dreptei ce trece prin punctele

ecuatia dreptei care trece printr-un punct si are _ b, — b,
o panti dati si ecuatia dreptei care trece prin dous P (a;,by) s1Q(az, by) estem = 2y —ay
puncte.

Panta dreptei ce trece prin punctele P (a;,b;) si Q(az, b,) (fig.5) este
—b
2 1
a —a;

Deci ecuatia dreptei are forma: y —b; = m(x — a,).

m=

Tipuri de ecuatie a dreptei
1. care trece printr-un punct si are o anumita panta:
Dreapta care trece prin punctul P(a, b)si are panta m are ecuatia:

| y—b=m(x—a) I

2. care trece prin doua puncte:
Dreapta care trece prin punctele P(a;,b,) si Q(a,, b,) are ecuatia:

b, — by

y—b,=m(x—a,), unde m =

18



M EXEMPLUL 1. Dreapta de o anumita panta si care trece printr-un

punct dat. Sa se determine ecuatia dreptei

2
care trece prin punctul (9,2) cu panta — 3 (fig.6) .

Solutie. Din ecuatia:

2
y—2=-3(x=-9)
se obtine forma explicita:

= == 8.
y 3x+

Fig. 6

B EXEMPLUL 2. Dreapta care trece prin doua puncte. Sa se determine ecuatia dreptei £ care trece prin

punctele (2,1) si (9,5).
Solutie. Dreapta £ are panta
5-1 4

M=~ 7

4
deci ecuatia acesteia este: y—5 = z (x —9).

Concepte preliminare

Se pot defini variatiile Ax si Ay pe un interval [x,, X, ] pentru orice functie f(x), dar,
daca functia nu este liniara, raportul celor doua depinde de intervalul ales.

A
O caracteristica a functiei liniare f(x) = mx + b este faptul ca A_Z are aceeasi valoare

m pentru orice interval (fig. 7). Cu alte cuvinte, y are o variatie constanta fata de x.

Acesta este un mod de a verifica daca doua variabile sunt corelate printr-o relatie liniara

(v. Exemplul 3).
¥

r 3

/

Ay

B

/

Graficul unei functii liniare.

X

Fig. 7

A
Raportul ﬁ este acelasi pe orice interval.

Ay

Graficul unei functii neliniare.

A
Raportul ﬁ se schimba dupa intervalul ales.



B EXEMPLUL 3. Verificarea dependentei liniare. TABEL 1
Tabelul 1 indici valoarea P a presiunii unui gaz la diverse Temperatura °F | Presiune Ib/in?
temperaturi T . Exista o dependenta liniara intre cele doua? 70 187,42
AP
Solutie. Calculdm raportulﬁ in diverse puncte si vedem 75 189
daca acesta este constant: 85 192,16
100 196,9
AP 110 200,06
(Tl; Pl) (T1; Pl) ﬁ
(70,187, 42) (65,189) 189 — 187,42 2507
7t 70 0,316 ~
1927 16_ 7?189 v 2001 ' : ' : ' '
(75,189) (85; 192,16) , 16 — c i ; 5 5 f
—F—=10,31 i WO T S . :
(85; 192,16) | (100; 196,9) | 196,9 — 192,16 _ {]'}
00 6E = 0,316 O 1 s e e —— ...............................
(100; 1969) | (110; 200,06) | 200,06 — 196,9 S gl
= 0,316 50 |
110 — 100 Q : _

Deoarece AP /AT are valoare constanta si anume 0,316,
rezulta ca punctele se afla pe o dreapta cu panta m = 0,316.
Deoarece dreapta trece prin punctul (70; 187,42),rezulta ca

ecuatia acesteia este:

P —187,42 = 0,316 (T — 70).

20 40 60 80 100 120 14
T (temperatura)

Fig. 8 Linia care uneste punctele
presiune - temperatura.

O functie de gradul al doilea este o functie definita prin polinomul patratic:
f(x) =ax*+bx +c (ab,c — constante cua # 0)
Graficul lui f este o parabola (fig.9). Parabola se deschide in sus dacia > 0 siinjosdacaa < 0.
Discriminantul lui f(x) este: A = b? — 4ac.

A

Mt

[ [

[V

a>0siA>0.

v

Radacina dubla
a>0siA=0

- g

Fig. 9

Radacinile ecuatiei f(x) = 0 sunt date de (v. Exercitiul 56):

20
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a>0siA<0

N\

a<0siA>0
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Ridacinile ecuatiei ax? + bx + ¢ = 0 sunt date de:

—b +Vb? — 4ac B —b++A
2a - 2a

X1,2 =

Semnul lui A determina daca f(x) = 0 are sau nu radacini reale ((fig. 9). Daca 4 > 0, atunci ecuatia are doua

[ [V B I

1
De exemplu, f(x) = 2x? — 3x + 1 are ca discriminant A=9—-8=1 >0, deci radacinile sunt: 1 si >

Deci: f(x)=2x?-3x+1=2(x—-1) (x —%)

Metoda completarii unui patrat perfect consta in scrierea polinomului de gradul al doilea ca multiplu al unui
patrat plus o constanta:

b\*> 4ac — b? 2
ax2+bx+c=a<x+—) + — . (2)
2a 4q

EXEMPLUL 4. Completarea unui patrat perfect.
Completati patratul perfect pentru polinomul 4x? — 12 x + 3.

3
Solutie. 4x> —12x +3 =4 (xz —3x + Z) .

Apoi se completeaza pitratul perfect pentru termenul x? — 3x :
24 ) _( +b)2 b2 3_( 3)2 9
X x=|\x+3 7 X x=|x-3 :

9

Deci: 4x% —12x +3 = 4 ((x—g)z—z+%)= (x——)2—6.

Metoda completarii patratului este utilizata pentru aflarea maximului sau minimului unei functii patrate.

EXEMPLUL 5. Determinarea minimului unei functii patratice.
Completati patratul perfect si determinati valoarea minima
a functiei:
f(x) = x2—4x+9.

Solutie. Avem:

f(x) =(x—2)2—-44+9=(x—2)%+5.

Dar (x — 2)? > 0, deci valoarea minim3 este:
f(2) =5 (fig.10). 2

1
!
1
1
1
1
1
L

Fig.10 Graficul functiei
f(x) =x*2—4x+9
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1.2 Sumar

O functie de forma f(x) = mx + b se numeste functie liniara.
Ecuatia generald a unei drepte este ax + by = c. dreapta y = c este orizontala iar x = c este verticala.
Exista trei modalitati de a scrie ecuatia unei drepte care nu este verticala:

¢ forma explicita: y =mx + b (panta m si axa Oy este intersectata in (0, b)).
® ecuatia dreptei care trece printr-un punct (a, b)si are o pantidatam: y — b = m(x — a).
® ecuatia dreptei care trece prin doua puncte, P; (ay, by)si P,(az, b;): vy —b; = m(x —a;), unde
b, — b, :
m = este panta dreptei.
a, —ag
Doua drepte de pante m; si m, sunt paralele daca si numai daca m; = m,; acestea sunt perpendiculare
daca si numai dacam;m, +1 = 0.
Radicinile ecuatiei de gradul al doilea f(x) = ax® + bx + c sunt date de x,, = (—b £ VA)/2a,unde
A = b? — 4ac este discriminantul. Mai departe, f(x) = 0 are radicini reale si distincte daci A > 0, o radacina
dubla daca A = 0 si nicio radacina realda dacaA < 0.
Metoda completarii patratului consta in scrierea functiei de gradul al doilea ca multiplu al unui patrat plus
o constanta.

1.3 Exercitii

Chestiuni preliminare

1. Care este panta dreptei y = —4x —9 2.
R. —4

2.Sunt perpendiculare liniile y =2x+ 1 siy = —2x—4 ?2.
R. Nu.

3. Cand este paralela cu Oy dreapta de ecuatie ax+ by + ¢ = 0?Dar cu Ox ?
R. Paralela cu Ox canda = 0 sicu Oy cand b = 0.

4.Daca y = 3x + 2, care este Ay daca x crestecu 3 ?.
R. Ay = 9.
5. Care este minimul lui f(x) = (x + 3)? — 47?
R.—4
6. Completati un patrat perfect pentru f(x) = x? + 1.
R (x—0)2+1
Exercitii

1. Determinati panta si intersectiile cu Ox si cu Oy pentru dreptele:
a)y=3x+12; b) 4x+9y =3.

R.a)m=3,y=12,x =—4 b)m=—§,y=§,x=%

2. Determinati pantele dreptelor:
a) y=3x+2; b) 3x+4y=12.
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3
R.a) m=3; b)mz—z.

9.
R.y=3x+8
11.
y=3x—12

Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.

1.3 Functii elementare

Sunt foarte multe tipuri de functii. Pentru inceput, ne vom ocupa de cele elementare:

Functii polinomiale  Functii rationale Functii algebrice

Functii exponentiale Functii trigonometrice

® Functia polinomiala: Pentru orice numar real m, functia |
f(x) = x™ se numeste functia putere de exponent m. 5. ’
Functia polinomiala este suma mai multor functii putere

|
cu exponenti naturali (fig. 1): /
f(x) =x° —5x3 +4x, g() =7t°+t>-3t—1 ,

—
o | 1 J
Astfel, functia f(x) = x + x~! nu este polinomiala deoarece x* I
are exponent negativ.

(]

Fig. 1 Functia polinomiala
y =x°—5x3 +4x

Forma generala a unei functii polnomiale de variabila x este:
P(x) = apx™ + ap_1x" 1+ +ax +ag.

® Numerele ay, a4, ..., a, se numesc coeficienti.

® Gradul lui P(x) este n (presupunand ca a, # 0).

¢ Coeficientul lui a, se numeste coeficient principal.

® Domeniul de definitie al lui P(x) este R.
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Functia rationala: Functia rationala este raportul a doua : ‘
polinomiale (fig. 2): l

P(x \
f(x) = % , unde P(x) si Q(x) sunt doua polinomiale. L
- ’
2 1
Orice functie polinomiala este si functie rationala
(cu Q(x) = 1). Domeniul de definitie al functiei rationale .
P(x
QEX; este multimea de numere x pentru care Q(x) # 0.
Exemple: Fig.2 Functii lftlionalé
1 - - -
f(x) = s ,domeniu de definitie {x € R: x # 0} f(x) = x3—3x 42

7t +t3 -3t -1
tz2 —1 ’

h(t) = domeniu {x € R: x # +1}

produsul sau radacina unor functii polinomiale sau rationale (fig. 3).

Functia algebrica: O functie algebrica se obtine prin suma, g \ / k]
" \
[ V |
| |

Exemple:
f) =V1+3x2—x%, g)=(i-2)",
5
z+z3 | |
h(z) = ———. ‘ —2
() =sr :

Un numar x apartine domeniului de definitie daca f este definita
pentru acel x si rezultatul nu implica o Impartire cu zero. Fig. 3 Functia algebrici

De exemplu g(t) este definita daca t > 0 si vt # 2, deci domeniul de > 7
o A L ] : f(x) =+v1+3x%2—x
definitie estein acestcaz: D={x€R: t>0sit+4}.

Functiile algebrice pot fi definite ca ecuatii polinomiale intre x si y.In acest caz spunem ci y este definit implicit
in raport cu x. De exemplu ecuatia y* + 2x%y + x* = 1 defineste y ca o functie implicita de x.

Functia exponentiala: O functie de tip f(x) = b* ,unde b > 0, este numita functie exponentiala de baza b.

Cateva exemple:
X

1
y=2X, y=10x’ y=(§) , y=(\/§)x

Functiile exponentiale si inversele acestora, functiile logaritmice, vor fi studiate in detaliu in Sectiunea 1.6.

Functia trigonometrica: Functiile construite pornind de la sin x sicos x sunt numite functii trigonometrice.
Vor fi studiate ulterior.

O functie care nu este algebrica se numeste transcendentala. Astfel de functii sunt functiile trigonometrice si
exponentiale. Alte functii transcendentale, cum ar fi gamma a lui BESSEL, apar In aplicatii din fizica, tehnica si
statistica.

Cuvantul transcendental a fost introdus catre sfarsitul secolului al XVII-lea de catre

GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ.
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Operatii cu functii

Daca f si g sunt functii, se pot obtine noi functii efectuand suma, diferenta, produsul sau raportul acestora:

f+e® =f)+9x), -9 =fx)—-g)

(£ 96 = £ - g, @ () = % Junde g(x) % 0.
De exemplu, dacd f(x) = x? si g(x) =sinx ,atunci:

f+g)x) =x%+sinx, (f—g)(x)=x%*—sinx, (f-g9)(x) =x%sinx , (5) (x):sijrclx .

2

Un alt mod de a obtine functii noi este inmultirea functiilor cu o constanta. O functie de forma:
cif (x) + c,g9(x), (cq,c, — constante)
se numeste combinatie liniara a functiilor f(x) si g(x) .

Compunerea functiilor reprezinta o alta modalitate de constructie a noi functii.
Compunerea functiilor f si g este functia f o g definitd prin (fe g)(x) = f(g(x)),  definitd pentru acele
valori ale lui x din domeniul de definitie al lui g pentru care g(x) se afla pe domeniul lui f.

EXEMPLUL 1. Sa se scrie functiile compuse f o gsi go f sisase determine domeniile de definitie, unde:

f(x) =vx, gx) =1—-x.

Solutie. Avem:
Feg)=fA-x)=Vv1l—-x.

Radacina patrata v1 — x este definitd pentrul —x > 0saux <1, deci domeniul de definitie al lui f o g

este {x: x<1}

Compunerea inversa:
e N = g(Vx)=1-+x.

Domeniullui g o f este {x: x = 0}.

Observatie: Compunerea a doua functii nu este comutativa. Astfel, in exemplul anterior se vede ca:
feg# gef.

Functii elementare

Au fost trecute in revista cateva din functiile de baza ale matematicii.
Alte functii pot fi obtinute prin operatii de adunare, multiplicare, diviziune, compunere, extragere de radacina
sau de inversa a functiilor. Toate acestea sunt functii elementare. Exemple:

1+x71
f(x) =vV2x +sinx , X =10\/E, X)) =——
) = fG0) fO) = T——
1.3. Sumar
Pentru orice numar real m, functia f(x) = x™ este functia putere de exponent m. Functia polinomiala
P(x) este suma unor functii putere de tip x™, unde m € N, Inmultite cu constante:

PX) = apx" + ap_1x" 1+ +a;x+ag.
Gradul polinomului este n (se presupune cd a,, # 0),iar a,, este numit coeficient principal.
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e O functie rationala este raportul P(x)/Q(x) a doua polinomiale.

¢ O functie algebrica se obtine prin suma, produsul si radacina de ordinul n a unei functii polinomiale sau
rationale.

e Functia exponentiala: f(x) = b¥, unde b > 0 este numita baza.

o Functia compusi f o g este definita prin (fo g )(x) = f(g(x)). Domeniul de definiie al lui f o g este mulfimea
acelor x din domeniul lui g pentru care g(x) apartine domeniului lui f.

1.3. Exercitii
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
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1.4. Functii trigonometrice

Incepem recapitularea problematicii legate de trigonometrie amintind ca exista doua sisteme de masurare a

unghiurilor: in grade si in radiani.
Se va utiliza litera greceasca 0 pentru a nota unghiul de rotatie.

1) ey =
- 7 T T~ =27 e

)
1 w { o 1 € 0

(A) (B) (C)

Fig.1 Masura in radiani a unghiului 6 , masurat in sens antiorar, este lungimea arcului de cerc parcurs de P

pentru a ajunge in Q.

Fig. 1(A) prezinti cercul unitate cu raza OP , care se roteste in
sens trigonometric (invers acelor de ceas) si devine 0Q.

Unghiul de rotatie 6 ,masurat in radiani, este lungimea arcului

de cerc parcurs de P pentru a ajunge in Q.
Cercul unitate are circumferinta 2. Deci o rotatie de-a lungul

unui cerc intreg are un unghi 6 = 21 (fig. 1(B)).

s
Pentru un sfert de cerc 6 = > (fig. 1(C))§i, in general, pentru

orotatie de 1/n dintr-un cerc,® = 2 t/n (Tabelul 1).

TABEL 1
Unghi de rotate Maura in radiani
Doua cercuri 4
Un cerc intreg | 2T
Un semicerc | T
Un sfert de cerc | /2
1/6 din cerc | m/3

O rotatie negativa, cu 6 < 0, este o rotatie in sensul acelor
ceasului (fig. 1(D)).

Pe un cerc de raza r, arcul parcurs printr-o rotatie

de O radiani, are lungimea Or (Fig. 2).

Acum sa consideram unghiul £P0OQ din fig. 1(A). Masura acestuia

este datid de misura unghiului de rotatie care aduce OP in 0Q.
Trebuie sa remarcam faptul ca orice proces de rotatie are propria sa
masura In radiani care poate depasi 21 daca cercul este parcurs de mai
multe ori.

De exemplu, 6 si 0 + 21 reprezinta acelasi unghi.

Asadar, doua unghiuri coincid daca sunt corelate unor rotatii care
difera cu un multiplu intreg de 2m.

De exemplu, unghiul /4 poate fi reprezentat atat ca 9mt/4,
catsica — 15m/4 deoarece:
T 97w
4 4
Orice unghi are o masura unica 0 in radiani care satisface: 0 < 0 < 2.
Cu aceasta conventie, unghiul subintinde un arc de lungime Or.

27

Fig.2 Pe cercul de razar,
arcul parcurs are lungimea 0r.

Radiani | Grade
0 0°
n/6 | 30°
n/4 | 45°
/3 | 60°
w/2 | 90°



Pentru convertirea grade — radiani (si invers), se va {ine seama ca la 360° corespund m radiani:
Pentru transformarea radianilor in grade, se face multiplicarea cu 180 /.
Pentru transformarea gradelor in radiani, acestea se inmultesc cu /180.

EXEMPLUL 1. Sa se transforme: (a) 55° in radiani si (b) 0,5 radiani in grade.

T 180
Solutie. (a) 55° x 180 ~ 0,9599 rad; (b) 0,5 rad X — = 28,648° .

Conventie: Dacd nu exista alta precizare, unghiurile vor fi date in radiani.

Ipotenuza T
1
C 3
Functiile trigonometrice sin 8 sicos 8 sunt definite cu ajutorul b
triunghiurilor dreptunghice. -
Astfel, in fig. 3: ~ 8 T
= [
& L
_ b  cateta opusa a cateta alaturata Cateta al3turati
sinf = — = — —, cosf=—= - v
c Ipotenuza c Ipotenuza Fig. 3

Un dezavantaj al acestor definitii il constituie faptul ca au sens numai pentru unghiuri cuprinse intre 0 si /2.
Cu ajutorul cercului trigonometric (cercul cu razad unitara) putem extinde aceste definitii pentru orice unghi.
Fie P(x,y) un punct de pe cercul unitar caruia ii corespunde unghiul 6 (fig. 4(A)). Definim:

cos 8 = abscisa lui P, sin8 = ordonata lui P.

P =(cos @, sin @) v 1 (X, y)

| § '
\ (} i "' \
H \) | "'l l‘ (7] i'\
X N/ | —8)
y s

: (x,—vV)
S~ > = (cos 6. sin @) T——3— o
(A) (B) (C)

Fig. 4 Definirea functiilor trigonometrice cu ajutorul cercului unitar.

T
Se vede ca pentru 0 € (0, E) este satisfacuta definitia clasica.

Mai departe, pe fig. 4(C) se vede casin 6 este functie impara si ca cos 6 este para:

sin(—0) = —sinf, cos(—0) = cos@

Valorile functiilor trigonometrice se obtin cu calculatorul, dar anumite unghiuri standard trebuie memorate
deoarece apar mai des in calcule (fig. 5 si Tabelul 2).
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Fig.5 Patru unghiuri standard, ale caror functii trigonometrice trebuie memorate.

TABEL 2
w w w w 2T 3m St
0 0 6 2 3 2 3 7 | =
L V2 V3 V3 V2 i
sin @ 0 2 o 2 1 2 2 2
V3 V2 4 1 V2 | V3
cos @ 1 > > 2 0 2 T 73

In fig. 6 este prezentat graficul functiei sinus, care este o sinusoida.

Graficul functiei cosinus are forma identica, dar este defazat la stanga cu t/2 (fig. 7).
b 4 y
3 U [ S

m oo

13

--‘-")'N - ——
A

v =Cos ¥

y=sin#

Fig.7 Graficele functiilory = sin 8 siy = cos § pentru primele
patru sferturi ale cercului trigonometric (pentru perioada 2).
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O functie f(x) se numeste periodica cu perioada T daca f(x + T) = f(x) pentru orice x, iar T este cel mai

mic numar pozitiv cu aceasta proprietate.
Functiile sinus si cosinus sunt periodice cu perioada 2 Tt si aceasta deoarece daca doua unghiuri difera

printr-un multiplu intreg 2k, acestea corespund aceluiasi punct pe cercul trigonometric (fig. 8).
!

ox e e s I N P R
S N m | T m e R

-2R 2
y = §in X V= (0S8 X
Fig. 8 Functiile sinus si cosinus au perioada 2 m.
Sa amintim alte patru functii trigonometrice, definite cu ajutorul »
. . . . Ipotenuza =g
functiilor sinus si cosinus (fig. 9): - i
L
q ] =]
. sinx b . cosx a @
tangenta: tanx = = —, cotangenta: cotx = — =-, L
cosx a sinx b & =
. 1 C . 1 c 3
secanta:secx = = —, cosecanta: cscx = —— = 5 =
cosx a sinx Cateta alaturata
Fig.9
Si aceste patru functii sunt periodice (fig. 10). Astfel, tangenta si cotangenta au perioada T, iar secanta si
cosecanta au perioada 2t (v.eX.) ?
y ) y y
| | i i '
I—E |
1 x | x ) X ! X | H !
2 2 2 ! 2 3 |
\ 1 4 A +
rxfl g [" i 2x T p\ ¥ 3 r 5 T 189 3t r S n o7 n
2 2 2 2 2 2 2 2 2 !
V=5¢CX V=C5CX

y=tanx Y=Cotx
Fig. 10 Graficele functiilor tangenta, cotangentd, secanta, cosecanta.

B EXEMPLUL 2. Valori ale functiilor trigonometrice compuse. Sa se determine valorile tuturor celor sase
functii trigonometrice pentru x = 4m/3.
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Solutie. Punctul P de pe cercul unitar care corespunde unghiului x=4/3
se opune unghiului /3 (fig. 11). Utilizand tabelul 2:

_4m LT V3 4m T 1
51n3— sm3— 2,cos3— COS3— >
Rezulta:

41 41 3
tanT—\/g, cot?— ?

4-7'[_ . 4-7'[_ -2+3
sec 3 = , csc 3 = 3

W EXEMPLUL 3. Sa se determine unghiurile x pentru care secx = 2.

1
Solutie. Deoarece sec x = ——, trebuie sa rezolvam ecuatiacos x = 5
0S X
< . ~ 1-[ . 7T L
In fig. 12 se vede ca x = 3 Six = -3 sunt solutii.

T
+—+ 2km,

Deci solutiile ecuatiei sunt: x = 3

pentru orice k € Z.

B EXEMPLUL 4. Sa

I '\'T{
%)
o
¥ & N\
/ \
A LN N
s N3\
gy e
T N
\ \ /
\ /
r=(3-2)
Fig. 11

l-\_

compresie pe orizontald
cu factorul 2

—_———

P

3_.

y

mutare la stdnga
cu 7z/2 unitéti

R

R f

34

expandare pe verticala
cu factorul 3

—_—

K N

N 7 T

(B) v =cos 2x
( periodicd cu perioada 7)
Fig.13 ..

(A) y=cosx

Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
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(C) y=cos 2(.\' + ;’)
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(D) y = 3cos 2(x +



Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
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Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
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Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
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Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
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L Fig.n ...
Simboluri
g - o 00 2 2 —_ —_—~
abc v a da ¥ 1/ 4 v — - abc abc &€ P
Multimi

cCC P2UNEEZDQ

Multimi de numere
NZQRRC

Alfabetul grec
afydecefdviunpocteow ABTAEOGHAMNIIPET® XY Q

Semne algebrice: ~+F =LK > #=~+t X <>

Suma, produs, integrala

X x xx ITITIT I
L0y 8w f

Functii trigonometrice
sin cos tan c¢sc sec cot sin! cos™! tan™

lim In 0

Alte simboluri
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dy Ay 0y 6 — —
AV(—T—)J,(—)I—)*'E"‘.'”'.Nj.—y—y—y—y
dx Ax 0x 6ox

e@

* CXType equation here. g
+ <= > |~a £ X+3/pY911A B

Tl » o¢+»>»

QO WHXHH+FA T 1L
Jd § «

cef=zle 2 = 2P0 0o0= = = — — |~

2 M Np@ O Y OCOOOBOORY

> A Ea® L VOB AN ek

x%x %3 /ZQ R
B -A>@0® -0
OISR i DR

ceEd3ss44t llall |[#AVEP=rr =
KD<LK>CO2KK» ()()D X >

0 4567
80123 H

X+, pentrun =2k
Xy =
Xp+1 pentrun =2k + 1

Diacritice corecte: Ss Tt
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Culoarea de fond : R(237), G(255), B(255)
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